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Santrauka. Pateiktos kelios pastabos apie matematine˙s analize˙s de˙stym ↪a techniškajame universitete ir
keletas pavyzdini ↪u užduocˇi ↪u.
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1.
↪
Ivadas
Technikos universiteto matematikos programos remiasi matematine analize ir tiesine
algebra. Matematine˙s analize˙s reikšme˙ didžiule˙, ji yra tarsi vartai, pro kuriuos einama
↪
i
technišk
↪
asias (ir ne tik) profesijas. Tenka pripažinti, kad dažnai šios disciplinos moky-
mas per daug koncentruojamas
↪
i mechanines skaicˇiavimo procedu¯ras, nepakankamai
de˙mesio skiriant s
↪
avok
↪
u turiniui. Mokymas paremtas imitavimu: de˙stytojo aiškinimas
+ iliustruojantys pavyzdžiai + imituojantys pratimai. Tai duoda greit
↪
a paviršutinišk
↪
a
progres ↪a, bet neugdo ku¯rybingumo. Šiame straipsnelyje pateikti kelios pavyzdine˙s už-
duotys, koki
↪
u autoriaus nuomone yra per mažai tiek vadove˙liuose, uždavinynuose, tiek
ir studentams išde˙stomoje medžiagoje.
2. Matematine˙s analize˙s de˙stymas
Matematine˙s analize˙s mokym ↪a reike˙t ↪u orientuoti ↪i s ↪avokas, o ne ↪i skaicˇiavimus.
Nepateisinama, kai šios disciplinos mokymas koncentruojamas
↪
i mechanines popie-
riaus ir tušinuko problemas. Svarbiau yra suprasti funkcijas, j
↪
u grafikus, išvestines ir
integralus, negu
↪
igyti ger
↪
u diferenciavimo ir integravimo
↪
igu¯dži
↪
u. Aišku, reikia moke˙ti
ir diferencijuoti, ir integruoti, tacˇiau svarbiau yra suprasti, kaip išvestine˙ ar integralas
nusako funkcijos elges
↪
i. Štai pora pavyzdži
↪
u.
1 pavyzdys. 1 pav. parodytas vertikaliai aukštyn startavusio raketos modelio greicˇio
grafikas. Reikia nustatyti:
1) kada baige˙si kuras;
2) kada išsiskleide˙ parašiutas;
3) kada raketa pasieke˙ maksimal
↪
u aukšt
↪
i;
4) kada nusileido;
5) kok
↪
i pasieke˙ maksimal ↪u aukšt↪i;
6) koks yra kalvos, ant kurios nusileido raketa, aukštis.
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1 pav. Vertikaliai aukštyn startavusio raketos modelio greicˇio grafikas.
2 pavyzdys. Tarkime, kad tam tikro duj ↪u kiekio tu¯ris ir sle˙gis yra susieti lygtimi
(p + a
V 2
)(V − b) = c,
cˇia p yra duj
↪
u sle˙gis, V – tu¯ris, o a,b, c yra empirine˙s konstantos, kurias reikia nusta-
tyti. Tuo tikslu atliekamas bandymas – didinant tu¯r
↪
i matuojamas sle˙gis ir braižomas
ši
↪
u dydži
↪
u priklausomybe˙s grafikas. Gauto grafiko dalis pavaizduota 2 pav. Remiantis
šiuo grafiku, reikia nustatyti konstantas a,b, c.
2 pav. Tu¯rio ir sle˙gio priklausomybe˙s grafikas.
Iš grafiko matome, kad, kai V = 64, funkcijos p = p(V ) reikšme˙ yra p = 35, o
jos pirmoji ir antroji išvestine˙s lygios (artimos) nuliui.
↪
Istat
↪
e šias p ir V reikšmes
↪
i
funkcijos ir išvestini ↪u išraiškas, gauname tris lygtis su nežinomaisiais a,b, c.
Informatika vercˇia peržiu¯re˙ti matematikos programas, nes jos problemoms labiau
reikia diskrecˇiosios, o ne tolydžiosios matematikos. Tode˙l reikia rasti proting
↪
a pu-
siausvyr
↪
a tarp diskrecˇiosios ir tolydžiosios matematikos. Informatikams, socialini
↪
u,
vadybos moksl
↪
u studentams daugiau reikia diskrecˇiosios matematikos. Tradicine˙s
tolydžiosios matematikos labiau reikia fizini
↪
u ir technikos moksl
↪
u studentams. Bu¯t
↪
u
idealu, jei diskrecˇioji matematika ir matematine˙ analize˙ bu¯t
↪
u apjungti viename integ-
ruotame kurse. Šiandien studentui patrauklios atrodo tik tos temos, kurios susijusios
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su kompiuteriais, informatika. Tai reikia ture˙ti omeny, parenkant temas ir jas išde˙stant.
Svarbu nuolat parodyti problemos s
↪
aryš
↪
i su diskrecˇiuoju modeliu. Pavyzdžiui, užuot
apsiribojus integralo ∫ 21 dxx reikšme˙s ln 2 gavimu, ↪idomiau bu¯t ↪u rasti t ↪a ln 2 reikšm ↪e,
kuri artutinai lygi funkcijos
f (x) = 1
x
, x ∈ [1,2]
integralinei sumai:
ln 2 ≈
n∑
i=1
1
n
(
1 + i
n
)−1
.
Didindami n, galime rasti ln 2 reikšm
↪
e kokiu norime tikslumu.
Bene kiekvienas studentas žino, kad jeigu ku¯no greitis yra laiko t funkcija v = v(t),
tai per laik
↪
a nuo t = a iki t = b ku¯no nueitas kelias lygus šios funkcijos integralui
atkarpoje [a,b] . Tacˇiau realiai nedažnai pasitaiko, kad greicˇio funkcija yra žinoma.
Deja, toli gražu ne kiekvienas studentas sugalvoja, kaip apskaicˇiuoti pavyzdžiui laivo
nuplaukt
↪
a atstum
↪
a, remiantis greicˇio matavimo prietaiso nubre˙žtu grafiku. O tai jau
diskretusis uždavinys.
3 pavyzdys. Tarkime, kad startavusio sportinio automobilio ar raketos greitis
matuojamas kas sekund
↪
e. Kaip apskaicˇiuoti per pirm
↪
asias 10 sekundži
↪
u
↪
iveikt
↪
a ats-
tum
↪
a?
Dauguma student
↪
u žino, kad norint rasti funkcijos kitimo greit
↪
i, reikia rasti tos
funkcijos išvestin
↪
e. Tacˇiau dažnai tenka remtis ne užrašyta funkcijos formule, o
duomenimis, kurie yra eksperiment
↪
u ar stebe˙jim
↪
u rezultatai. Pavyzdžiui, gyventoj
↪
u
skaicˇius nustatomas tam tikrais laiko intervalais. Tokiu atveju kitimo greit
↪
i (pvz.
gyventoj
↪
u skaicˇiaus) reikia
↪
ivertinti iš t
↪
u stebe˙jim
↪
u rezultat
↪
u.
Pateiksime kelis pavyzdžius.
3. Pavyzdžiai
1 pavyzdys. Miestelio gyventoj
↪
u surašymas buvo vykdomas kas dešimt met
↪
u,
pradedant 1900 metais. Gauti duomenys surašyti lentele˙je. Reikia
↪
ivertinti, kokiu
greicˇiu gyventoj
↪
u skaicˇius P (tu¯kstancˇiais) dide˙jo 1980 metais.
Metai 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
Gyv. sk. (tu¯kst.) 10 11 12 13 15 18 22 27 34 43 60
Sprendimas. Ortogonaliosios koordinacˇi
↪
u sistemos horizontalioje ašyje atide˙kime
laik ↪a (metais). Reikšme˙ t = 0 atitinka 1900 metus. Vertikalioje ašyje atide˙sime gyven-
toj
↪
u skaicˇi
↪
u P (tu¯kstancˇiais). Iš lentele˙s pateikt
↪
u duomen
↪
u gauname 11 tašk
↪
u, ku-
riuos sujungiame glodžia kreive. Ši kreive˙ yra artima nežinomos funkcijos P = f (t)
grafikui. Gyventoj
↪
u skaicˇiaus dide˙jimas 1980 metais yra lygus šios funkcijos grafiko
Matematine˙s analize˙s kursas technikos universitete 67
3 pav. Gyventoj ↪u skaicˇiaus kitimas.
liestine˙s, nubre˙žtos taške (80;34), krypties koeficientui. Iš 3 pav. rad
↪
e geometriškai
liestine˙s su x ašimi sudaromo kampo tangent
↪
a, gauname artutin
↪
e gyventoj
↪
u skaicˇiaus
kitimo reikšm
↪
e (tu¯kst. per metus):
dP
dt
≈ 48
60
= 0.8.
Vadinasi, 1981 metais gyventoj ↪u skaicˇius ture˙jo bu¯ti apie 34800.
2 pavyzdys. Apskaicˇiuoti rib
↪
a
lim
n→∞
2
n
n∑
i=1
(
sin
πi
n
)2
.
Sprendimas. Lengvai
↪
ižiu¯rime, kad 1
n
∑n
i=1(sin πin )
2 yra funkcijos f (x) = sin2 πx
Rymano integraline˙ suma atkarpoje [0,1] . Vadinasi,
lim
n→∞
2
n
n∑
i=1
(
sin
πi
n
)2 = 2
∫ 1
0
sin2 πx dx.
3 pavyzdys. Po raketos starto kas sekund
↪
e buvo nustatomas jos greitis. Pasirode˙,
kad po pirmos sekunde˙s greitis buvo 2 m/s, po dviej
↪
u sekundži
↪
u – 8 m/s, o po trij
↪
u
sekundži
↪
u – 20 m/s. Pasinaudoj
↪
e trapecij
↪
u formul
↪
e, apskaicˇiuokite, kok
↪
i atstum
↪
a
nuskriejo raketa per pirm ↪asias tris sekundes.
4 pavyzdys. Vidurnakt
↪
i oro temperatu¯ra buvo 14◦C, po valandos 11◦C, antr ↪a va-
land
↪
a nakties 7◦C, o trecˇi
↪
a valand
↪
a nukrito iki nulio. Pasinaudoj
↪
e artutine formule
(trapecij
↪
u, paraboli
↪
u), apskaicˇiuokite vidutin
↪
e oro temperatu¯r
↪
a tarp vidurnakcˇio ir
trecˇios valandos.
5 pavyzdys. 4 pav. pateiktas vieno me˙nesio temperatu¯ros grafikas. Remiantis šiuo
grafiku, apskaicˇiuoti me˙nesio vidutin
↪
e temperatu¯r
↪
a.
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4 pav. Vieno me˙nesio temperatu¯ros grafikas.
Norint rasti vidutin
↪
e temperatu¯r
↪
a, reikia integruoti funkcij
↪
a, kurios grafikas pavaiz-
duotas. Tacˇiau kadangi funkcijos analizine˙s išraiškos nežinome, uždavin
↪
i diskretizuo-
jame. Suskaid
↪
e atkarp
↪
a [0,30]
↪
i smulkias dalis, kiekvienoje j
↪
u išmatuojame kuri
↪
a nors
temperatu¯ros reikšm
↪
e (kuri
↪
a pakankamai trumpame intervale galima laikyti pastovia).
Sude˙j
↪
e gaut
↪
u temperatu¯ros reikšmi
↪
u ir atitinkam
↪
u intervaliuk
↪
u ilgi
↪
u sandaugas, gau-
name artutin
↪
e integralo reikšm
↪
e.
6 pavyzdys. Apskaicˇiuoti 5 pav. pavaizduotos figu¯ros plot ↪a.
5 pav. Apskaicˇiuoti figu¯ros plot ↪a.
ˇCia ve˙l naudojame bendr
↪
a integralo taikymo schem
↪
a. Suskaid
↪
e vis
↪
a figu¯r
↪
a siau-
romis vertikaliomis juostele˙mis, kiekvienos juostele˙s plot
↪
a galime artutinai apskai-
cˇiuoti. Sude˙j
↪
e vis
↪
u juosteli
↪
u plotus, gauname figu¯ros ploto artin
↪
i. Siaurindami juoste-
les, gauname vis tikslesn
↪
i ploto
↪
ivert
↪
i.
Pateikti pavyzdžiai, nors ir labai paprasti, daugeliui student
↪
u pasirodo per sunku¯s. O
priežastis turbu¯t ta, kad studentai recˇiau susiduria su užduotimis, kurios yra artimesne˙s
realiam gyvenimui, o dažniau su tokiom, kai reikia diferencijuoti arba integruoti duot ↪a
funkcij
↪
a.
SUMMARY
R. Banys. A course of calculus at technical university
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